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  چکیده

تصادفی رو شاخص کل بورس اوراق بهادار تهران با استفاده از معادله دیفرانسیل  در پژوهش پیش 

سازي شده و عملکرد این مدل مورد سنجش قرار گرفته است. بدین منظور پس از معرفی  هستون مدل

تر معادله هستون پرداخته و سپس، پارامترهاي  اجمالی معادلات دیفرانسیل تصادفی، به بررسی دقیق

است. در  هاي واقعی شاخص کل بورس اوراق بهادار تهران تخمین زده شده این مدل براساس داده

هرمیت  –پلانک براي استخراج تابع توزیع مدل هستون و روش گاوس  –فوکر  این مسیر از قضیه

ایم. سرانجام براي سنجش توانایی این مدل در ورطه عمل،  براي تخمین یک انتگرال نامعین بهره جسته

کارلو براساس  سازي مونت بر شبیه ارزش در معرض خطر شاخص کل بورس اوراق بهادار تهران مبتنی

عنوان مدل تصادفی استاندارد  مدل هستون محاسبه شده و با فرآیند تصادفی حرکت براونی هندسی به

آزمون مورد مقایسه قرار گرفته که نتایج این مقایسه حاکی  مورد استفاده عموم، براساس رویکرد پس

  .استاز عملکرد نسبی بهتر مدل هستون 
  

 

  .JEL:  G00, G11, G130بندي  طبقه

پلانک، روش  ـ معادلات دیفرانسیل تصادفی، مدل هستون، معادله فوکر ها: کلیدواژه

  هرمیت، ارزش در معرض خطر. ـ گاوس
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  مقدمه -1
هاي كمي در آن تأثير  يات و مدلهاي علوم انساني است كه رياض علم مالي يكي از شاخه

اند و  هاي مالي، متغيرهايي تصادفي سزايي داشته است. از آنجا كه بسياري از كميتب
رها توضيح داد، رياضيات جبري وسيله ديگر متغي طور كامل به توان تغييرات آنها را به نمي

  و غيرتصادفي سروكار دارد، در علوم مالي كاربرد كمتري يافته 1متغيرهاي تعينيكه با 
هاي رياضيات، در  عنوان يكي از شاخه به 2. بدين دليل معادلات ديفرانسيل تصادفياست

سي، يكي از براي نمونه، حركت براوني هندزمينه مالي مورد توجه زيادي قرار گرفته است؛ 
فرآيندهاي تصادفي پركاربرد در علوم مالي است كه در يك معادله ديفراسيل تصادفي 

و در رابطه بلك و شولز نيز مبنا قرار داده شده است. با اين حال، اين فرآيند صدق كرده 
هاي ديگري از جمله  مورد انتقادهايي قرار گرفته كه براي رفع بخشي از اين انتقادها، مدل

ارايه شده است. براساس اين، در نوشتار حاضر تمركز بر مدل هستون قرار  3ستونمدل ه
سازي  بر شبيه دارد. همچنين عملكرد اين مدل در تخمين ارزش در معرض خطر مبتني

 عنوان يكي از كاربردهاي معادلات ديفرانسيل تصادفي بررسي شده است. كارلو نيز به مونت

سازي رفتار  ه، با استفاده از رويكرد كاربرديِ مدلبدين منظور در بخش اول اين مقال
ترين مفاهيم  قيمت يك ورقه بهادار، به توضيح مختصر معادلات ديفرانسيل تصادفي و مهم

هاي تصادفي مورد استفاده  مدلپردازيم. سپس، با اشاره به مشكلات  مربوط به آن مي
راي ي با نوسانات تصادفي بعنوان مدل ، مدل هستون بهكنوني مانند حركت براوني هندسي

شود. پس از آن، نحوه تخمين پارامترهاي  رفع برخي از اين مشكلات معرفي و تشريح مي
گيرد و در نهايت، پس از ارايه شواهدي آماري  مدل هستون مورد بررسي بيشتري قرار مي

كارگيري مدل با نوسانات تصادفي و تخمين پارامترهاي اين مدل  در خصوص لزوم به
هاي واقعي، عملكرد آن را در محاسبه ارزش در معرض خطر بررسي و با مدل  ساس دادهبرا

  كنيم. حركت براوني هندسي مقايسه مي

                                                                                                                   
1- Deterministic 
2- Stochastic Differential Equations (SDE) 
3-- Heston 
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  مباني نظري تحقيق -2
عنوان يك دارايي  سازي رفتار قيمت يك دارايي بدون ريسك را بهدر اين بخش، ابتدا مدل

عنصر ريسك به فضاي كنيم و سپس، با تكميل آن و اضافه كردن  ساده شروع مي
  م.يابي له ديفرانسيل تصادفي دست ميگذاري، به يك معاد سرمايه

بهادار نسبت به زمان تابع معيني از مقدار قيمت  فرض كنيد تغييرات قيمت يك ورقه
باشد،  tبهادار مانند اوراق قرضه در زمان  قيمت يك ورقه S(t)باشد. در اين صورت اگر 

متناسب با مقدار آن و طول دوره زماني مورد بررسي خواهد بود، تغييرات اين متغير مالي 
  يعني:

)1(   ( ) ~dS t Sdt 
  توان به صورت زير نوشت:صورت نسبت يادشده را مي در اين

)2(                                , 
dt

dS
a t S t S S    

ادفي يك ضريب غيرتص aزمان و  tدهنده قيمت ورقه بهادار،  ، نشانSكه در آن، متغير 
اين معادله  aدهنده نرخ بهره است). با ثابت فرض كردن مقدار  است (كه در عمل نشان

  :1شكل زير استبوده كه داراي پاسخي به  يك معادله ديفرانسيل معمولي
)3(     0

atS t S e 
ي ايه واضح است كه بيشتر متغيرهاي مالي، متغيرهاي تعيني و غيرتصادفي نيستند و مدل

توان مدلي مناسب براي توصيف رفتار اين متغيرها دانست. يك  مانند مدل يادشده را نمي
راه ساده براي وارد كردن جزء تصادفي به اين مدل، اضافه كردن يك جمله تصادفي يا 

  .3است aبه پارامتر  2نوفه
)4(      

dt

dS
a t S t 

                                                                                                                   
ترين انواع معادلات  پذير است و جزء ساده اول تقكيك اين معادله يك معادله ديفرانسيل معمولي درجه اول با مرتبه -1

  شود. عمولي محسوب ميديفرانسيل م
2- Noise 
3- Oksendal, 2003. 
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)5(      " "a t r t noise  
شود.  و تصادفي تقسيم مي )rبه دو قسمت غيرتصادفي ( aي، با اين روش، مقدار به عبارت

شود، در خصوص رفتار دقيق قسمت تصادفي اطلاعاتي در دسترس نبوده و  يادآوري مي
توان قضاوت كرد. اضافه كردن اين جزء تصادفي به مدل  تنها در خصوص توزيع آن مي

هاي معمول  شود كه به روش سيل تصادفي ميساده اوليه موجب ايجاد يك معادله ديفران
توان  حسابان تصادفي را ميهاي حسابان تصادفي است.  قابل حل نيست و نيازمند تكنيك

نظريه (حساب ديفرانسيل و انتگرال) و علوم احتمال (شامل  1تركيبي از دانش حسابان
  .4و...) دانست 3، فرآيندهاي تصادفي2اندازهنظريه احتمال، 

، مدل تصادفي با جمله رانش و نوسانات تصادفي هاي تصادفي مدلترين  هيكي از ساد
تحت عنوان حركت براوني هندسي نيز شناخته شده و فرآيندي است مدل اين ثابت است. 

عنوان معادله ديفرانسيل  سازي قيمت اوراق مشتقه به كه بلك، شولز و مرتون نيز در مدل
  .5در نظر گرفتند تصادفي حاكم بر رفتار قيمت دارايي پايه

)6(   μSd σSdBdS t  
توان به حالت كلي  دهنده حركت براوني است. اين معادله را مي ، نشانBدر اين معادله، 
  زير نيز تعميم داد:

)7(  μ( , )Sd σ(S, t)SdBdS S t t  
  كه شكل انتگرالي آن به صورت زير خواهد بود:

)8(      0 μ( , )Sd σ(S, t)SdB
T T

S T S S t t   
 

 

شود در مدل يادشده در انتگرال اول جمله تصادفي وجود  طور كه مشاهده مي همان
هاي حسابان جبري حل كرد (انتگرال ريمان)، اما انتگرال  توان آن را با تكنيك ندارد و مي

                                                                                                                   
1- Calculus 
2- Measure Theory 
3- Stochastic Processes 
4- Focardi & Fabozzi, 2004. 
5- Wilmott, 2006. 
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دوم برحسب ديفرانسيل يك متغير تصادفي مطرح شده است كه تحت عنوان انتگرال ايتو 
  .1شود ي(انتگرال تصادفي) شناخته م

  
  وني هندسياانتقادهاي وارد شده به حركت بر -2-1

با توجه به اهميت حركت براوني هندسي در ابتدا به بررسي انتقادهاي وارد شده به اين مدل 
پردازيم. در ابتدا مدل  تر مانند مدل هستون مي هاي پيچيده عنوان علت اصلي نياز به مدل به

  كنيم: ير بازنويسي ميمربوط به حركت براوني هندسي را به صورت ز
)9(   /t t tdS S dt dB   

دهنده حركت براوني  نشان tBو  tقيمت دارايي پايه (سهم) در زمان  tSكه در آن 
كه اين موضوع نتايجي ثابت است  و  شود ضرايب  طور كه مشاهده مي است. همان

هاي  با توجه به عدم تطابق اين نتايج با نتايج حاصل از بررسي داده را به همراه دارد كه
توان به سه دسته  اين انتقادها را ميواقعي موجب انتقاد محققان مالي از اين مدل شده است. 

  كلي زير تقسيم كرد:
تجربي بررسي آماري بازدهي سهام حاكي از عدم پيروي  عدم توزيع نرمال بازده: شواهد

هايي مانند  تر، در بازده سهام پديده اين متغير تصادفي از توزيع نرمال است. به عبارت دقيق
مشاهده شده است.  2هاي پهن چولگي مثبت، كشيدگي ناهماهنگ با توزيع نرمال و دنباله

ت براوني هندسي دال بر فرض توزيع كه استفاده از مدل حركاين مسأله در حالي بوده 
  .3نرمال براي متغير تحت بررسي است

حاكي از وابستگي نوسانات به  4اي وجود نوسانات تصادفي: وجود پديده نوسانات خوشه
مقادير قبلي خود و غيرثابت بودن آن است. با وجود اين، پارامتر نوسانات در مدل حركت 

رو، اين مدل قادر به بيان ويژگي  شود و ازاين براوني هندسي ثابت در نظر گرفته مي

                                                                                                                   
1- Mikosch, 2004. 
2- Fat Tail 
3- Schoutnes, 2003. 
4- Volatility Clustering 
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هاي با نوسانات تصادفي مانند مدل  نوسانات تصادفي نيست. اين مشكل را با استفاده از مدل
، مدل اولنبك –)، مدل گارچ، مدل اورنشتين 1993)، مدل هستون (1987( 1هال و وايت

وان فرض كرد كه ت يصه ميبراي رفع اين نقتوان مرتفع كرد.  ) و... مي1999( 2شونباچر
  كنند: مجزا پيروي مي نوسانات نيز از يك معادله ديفرانسيل تصادفي

)10(  μSd σSddS t B  1 
)11(      , , , ,d p S t dt q S t dB   2 2 2

2 
p  وq  1دو تابع وB  2وB همبستگي  دو حركت براوني با ضريبρ  هستند. از بين

توان به مدل هال و وايت و مدل هستون اشاره  هاي با نوسانات تصادفي مي مشهورترين مدل
توسط هال و وايت انجام شد نوسانات از يك معادله  1987در پژوهشي كه در سال كرد. 

  كرد: به شكل كلي زير تبعيت مي ديفرانسيل تصادفي

)12(    d dt dB     2 2 2 
حركت براوني جديدي است. بدين ترتيب يكي از  Bدو تابع تعيني و  و  كه 

  حالات خاص اين مدل به صورت زير خواهد بود:

)13(   ( )d dt dB   2 2 2 1 
شود. همچنين هستون در  سوب مي) مح1و 1كه حد پيوسته يك فرآيند گارچ مرتبه (

  مدل خود را براي توضيح نوسانات به صورت زير ارايه داد: 1993سال 

)14(    γd dt k dB       22 2 
مقدار واريانس در  دهنده سرعت بازگشت به ميانگين،  نشان γكه در اين رابطه،  

هاي بارز مدل هستون وجود  . از ويژگي3كننده نوسانات واريانس است بيان kو بلندمدت 

                                                                                                                   
1- Hull & White 
2- Schonbucher  
3- Psychoyios & Skiadopoulos, 2003. 
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 شود است كه فرض مياي  گذاري اوراق اختيار معامله براي قيمتحل تحليلي  يك راه
  كند. هستون پيروي ميفرآيند دارايي پايه آن از 

ع است قيمت: بررسي تاريخي قيمت سهام حاكي از اين موضوفرآيند وجود گسستگي در 
در  1هايي پيوسته دانست و در برخي موارد، جهشفرآيندي توان  قيمت را نميفرآيند كه 
شود. اين مسأله با اضافه كردن جمله جهش برگرفته شده از توزيع  ملاحظه ميفرآيند اين 

توان انتظار داشت  . مي2به معادله ديفرانسيل تصادفي تحت بررسي قابل حل استپواسون 
د حد مجاز دامنه نوسان قيمت سهام در بازار سرمايه ايران و حذف اين حد كه به دليل وجو

ها و جهش قيمت سهام  در موارد خاص مانند زمان افشاي اطلاعات بااهميت توسط شركت
 در اين مواقع، اين گسستگي در بازار سهام ايران چشمگيرتر باشد.

 
 كاربردهاي معادلات ديفرانسيل تصادفي در علوم مالي -2-2

توان ادعا كرد كه بيشترين شهرت معادلات ديفرانسيل تصادفي در علوم مالي  أت ميبه جر
رو، كاربرد  گذاري اختيار معاملات است. ازاين مديون معرفي مدل بلك و شولز براي قيمت

ترين كاربردهاي اين شاخه از علوم  گذاري اوراق مشتقه از مهم حسابان تصادفي در قيمت
ز ديگر كاربردهاي معادلات ديفرانسل تصادفي در مالي شود. ا در مالي محسوب مي

خصوص در مباحثي مانند تخمين ارزش در معرض خطر به  توان به مديريت ريسك، به مي
(با توجه به كاربرد اين موضوع در اين نوشتار، در  كردكارلو اشاره  سازي مونت روش شبيه

وسيله  بيني قيمت سهام به شود). پيش ادامه توضيحات بيشتري در اين خصوص ارايه مي
معادلات ديفرانسيل تصادفي از ديگر كاربردهاي اين شاخه از رياضيات در مالي قلمداد 

هاي  سازي پرتفوي سهام به روش شود. از ديگر موارد قابل بيان در اين خصوص، بهينه مي
 گيري و گذاري اوراق مشتقه، اندازه هاي فوق (قيمت تصادفي است. كارآيي تمام مدل

سازي تصادفي و...) منوط به استخراج بهترين  بيني قيمت سهم، بهينه مديريت ريسك، پيش
معادله ديفرانسيل تصادفي ممكن است كه بتواند رفتار قيمت سهام و ديگر اوراق بهادار 
                                                                                                                   
1- Jumps 
2- Platen, 2007. 
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براي نمونه، مدل بلك و شولز بر اين فرض  ؛تر توضيح دهد درستي هرچه تمام مالي را به
. اين فرض منتج به 1كند سهام از حركت براوني هندسي پيروي مي استوار است كه قيمت

شود كه امروز مورد استفاده زيادي نيز هست. البته با وجود  استخراج مدل بلك و شولز مي
شود كه  كاربرد روزمره اين مدل در بازارهاي مالي اين انتقاد بر مدل يادشده مطرح مي

گرايانه نيست و  هندسي چندان واقع فرض رفتار قيمت سهام براساس حركت براوني
دهندگي آنها نسبت به  معادلات ديفرانسيل تصادفي ديگري وجود دارند كه قدرت توضيح

) و 3يا جمله جهش 2حركت براوني هندسي بيشتر است (مانند معادلات با نوسانات تصادفي
مت دارايي پايه و رو، با استخراج معادله ديفرانسيل تصادفي بهتر براي تشريح رفتار قي ازاين

هاي  توان به مدل دست آوردن رابطه جديدي براي قيمت اوراق مشتقه، براساس آن مي به
گذاري اوراق مشتقه  تري در اين خصوص دست يافت. اين موضوع محدود به قيمت دقيق

بيني  گيري و مديريت ريسك، پيش نيست و شامل ديگر موارد عنوان شده در بالا (اندازه
 شود. سازي تصادفي و ...) نيز مي هينهقيمت سهم، ب

  
 ارزش در معرض خطر و معادلات ديفرانسيل تصادفي -2-3

گذاري به  گيري ريسك بازار در سرمايه طور متعارف براي اندازه يكي از معيارهايي كه به
مند به دانستن  شود، انحراف معيار قيمت آن دارايي است، اما اگر فردي علاقه كار گرفته مي

سك نامطلوب كه در معرض آن قرار گرفته است، باشد، آنگاه معيار ارزش در بيشترين ري
ارزش در معرض توان گفت،  طور ساده مي تري خواهد بود. به ابزار مناسب 4معرض خطر

خطر پرتفوي، حداكثر زياني است كه با احتمال مشخص آن پرتفوي در طول دوره 
ماند) متحمل  دون تغيير باقي مياي كه طي آن تركيب پرتفوي ب نگهداري معين (دوره

تا  95(عموماً در دامنه   . ارزش در معرض خطر همواره با سطح اطمينان خاص5شود مي

                                                                                                                   
1- Peymany   & Neisy, 2010. 
2- Stochastic Volatility 
3- Jump Term 
4- Value at Risk (VaR) 
5- Lopez, 1998. 
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 P در صورتي كه بازده يك دارايي داراي توزيع  شود. به بيان ديگر، درصد) بيان مي 9/99

فتن با در نظر گرباشد، 
*r

Pdx 


، *r ارزش در معرض خطر خواهد كننده مقدار  بيان

  .1بود
هاي گوناگوني وجود دارد؛ دسته اول اين  براي محاسبه ارزش در معرض خطر، روش

بر فروضي در  شوند، مبتني هاي پارامتريك نيز شناخته مي ها كه تحت عنوان مدل مدل
هاي ارزش در معرض  توزيع داده تحت بررسي هستند؛ براي مثال، بيشتر اين مدل خصوص

ها با استفاده از  كنند توزيع به صورت نرمال است. دسته دوم اين مدل خطر فرض مي
پردازند. اين روش يك روش  هاي تاريخي واقعي به محاسبه ارزش در معرض خطر مي داده

طور  سازي تاريخي به ه مرتبط با توزيع ندارد. شبيهناپارامتريك است و نياز به هيچ فرضي
هاي  كند. آخرين دسته از روش پرتفوي استفاده ميهاي  بازدهاساسي تنها از توزيع تجربي 

كارلو است كه  سازي مونت بر روش شبيه هاي مبتني تخمين ارزش در معرض خطر، روش
سازي  كند، به شبيه تشريح ميبا در دست داشتن مدلي كه رفتار متغير مالي تحت بررسي را 

سازي به تخمين  كند و براساس نتايج اين شبيه تعداد زيادي مسير نمونه از آن مبادرت مي
در اينجاست كه معادلات ديفرانسيل تصادفي يا ساير . 2پردازد ارزش در معرض خطر مي

تي، هاي تصادفي در تخمين ارزش در معرض خطر به كار گرفته خواهند شد. به عبار مدل
گيرد و با ايجاد تعداد زيادي مسيرهاي  در اين روش، يك مدل تصادفي، مبناي كار قرار مي

اي خاص، مقدار نهايي متغير تصادفي تحت بررسي محاسبه  سازي شده براي دوره شبيه
اين شود.  شود و از طريق مجموعه اين مقادير، مقدار ارزش در معرض خطر محاسبه مي مي

  ، به تصوير كشيده شده است.1 فرآيند در شكل شماره
   

                                                                                                                   
1- Grotke, 2010. 
2- Olli, 2009. 
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  كارلو سازي مونت نحوه محاسبه ارزش در معرض خطر براساس شبيه - 1شكل 

 
براساس يك سازي مسيرهاي نمونه  شود، پس از انجام شبيه طور كه مشاهده مي همان

مدل تصادفي مانند حركت براوني هندسي يا مدل هستون (كه در اين شكل براي وضوح 
سير به تصوير كشيده شده است)، مقادير نهايي هر مسير ذخيره شده و م 5تصوير تنها 

عنوان ارزش در  درصد پاييني انتخاب و مقدار مرزي به براساس مقادير مرتب شده آن، 
شود. به بيان ديگر، توزيع فراواني براي مقادير نهايي تمام  معرض خطر در نظر گرفته مي

درصد مقادير بازدهي از آن  ه شده و براساس آن مقدار بازدهي كه تنها مسيرها تهي
در اين پژوهش با استفاده از شود.  عنوان ارزش در معرض خطر اعلام مي كمتر است، به

آزمون،  هاي پس مدل هستون، محاسبه ارزش در معرض خطر انجام و با استفاده از روش
  ل معمول مورد استفاده (حركت براوني هندسي) مقايسه شده است.قدرت آن با مد

  
  ها روش تحليل داده -3

طور عملي به بررسي كاربردپذيري مدل هستون و مقايسه آن با معادله  در اين بخش به
پردازيم.  عنوان يك معادله ديفرانسيل تصادفي ساده) مي حركت براوني هندسي (به

عنوان حيطه  ره شد، در اين نوشتار، ارزش در معرض خطر بهگونه كه قبلاً نيز بدان اشا همان
كاربردي معادلات ديفرانسيل تصادفي انتخاب شده است. به عبارت ديگر، با استفاده از اين 
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كارلو، به محاسبه ارزش در معرض خطر  سازي مونت دو معادله و با بهره جستن از فنون شبيه
تغير مالي مورد انتخاب، شاخص كل پردازيم. در اين خصوص، م يك كميت مالي مي

(نخستين تاريخ انتشار شاخص  03/05/1387بورس اوراق بهادار تهران براي دوره زماني 
 كه براساس آن ارزش در معرض خطر 1است 1391بازده نقدي و قيمت) تا انتهاي سال 

تر شدن  نمنظور روش گيرد. به هاي واقعي مورد مقايسه قرار مي شود و با داده تخمين زده مي
  هاي ضروري در ادامه تشريح شده است: روش مورد استفاده، هر يك از گام

براي اين  تخمين پارمترهاي هر يك از معادلات ديفرانسيل تحت بررسي: - 1
داده استفاده شده است و با حركت پنجره تخمين به جلو به اندازه  3000منظور از 

بردار از برآورد  200ر نهايت، مرتبه تكرار شده و د 200يك داده، عمليات تخمين 
 آيد. دست مي پارامترهاي هر معادله تحت بررسي به

دست آمده در  بردار پارامتر به 200با هر يك از  سازي مسيرهاي نمونه: شبيه - 2
روز براي  10گام قبلي و براساس مدل هستون، هزار مسير نمونه هر يك به طول 

حركت براوني هندسي نيز انجام شود. اين عمل براي مدل  سازي مي بازده شبيه
 شود. مي

سازي شده آخرين  براساس مقدار شاخص شبيه محاسبه ارزش در معرض خطر: - 3
آيد كه  دست مي توزيع فراواني براي هر مدل به 200روزه قبلي،  10روز مسيرهاي 

درصد را محاسبه  1توان ارزش در معرض خطر با سطح خطاي  براساس هر يك مي
 كرد.

دست آمده براي هر مدل  ارزش در معرض خطر به 200از مقايسه  ل:مقايسه دو مد - 4
توان به مقايسه عملكرد هر يك از دو  هاي واقعي و همچنين با يكديگر مي با داده

 مدل پرداخت.

                                                                                                                   
، قبل از اين تاريخ از مقادير 1387آذر  16 شود، با توجه به تغيير نحوه محاسبه اين شاخص در خاطرنشان مي -1

شاخص بازده نقدي و قيمت استفاده شده و پس از آن مقادير شاخص كل مورد استفاده قرار گرفته است. همچنين در 
  هاي مزبور اثر تغيير مقدار پايه شاخص نيز خنثي شده است.  داده
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  تخمين پارامترهاي مدل: -
پذير است، اما  سادگي امكان اگرچه تخمين پارامترهاي مدل حركت براوني هندسي به

رامترهاي مدل هستون چندان ساده نيست. به همين جهت پس از توضيح تمام پابرآورد 
در خصوص  پارامترهاي مدل براوني هندسي، برآورد دست آوردن  مختصر نحوه به

كنيم و در نهايت، براساس  هاي مختلف تخمين پارامترهاي مدل هستون صحبت مي روش
  دهيم. يك روش اين عمل را انجام مي

  ل حركت براوني هندسي:تخمين پارامترهاي مد -
طور كه در بخش معادلات ديفرانسيل تصادفي با جمله رانش و نوسانات ثابت شرح  همان

شوند  داده شد، اين دو كميت كه پارامترهاي مدل حركت براوني هندسي محسوب مي
راحتي از طريق محاسبه ميانگين و انحراف معيار بازده متغير مالي تحت بررسي قابل  به

شاخص كافي است بازده روزانه  σو  μپارامترهاي برآورد منظور  رو، به ازايند. ان محاسبه
  عنوان برآورد پارامترها محاسبه كرد. و ميانگين و انحراف آن را بهمحاسبه كل را 

  تخمين پارامترهاي مدل هستون: -
رامترهاي مدل هستون از دو شيوه كلي قابل انجام است. اين هاي تخمين پا طور كلي روش به

در دسته هاي مورد استفاده در تخمين انجام پذيرفته است.  بندي به نوعي براساس داده تقسيم
گيرند. بدين ترتيب  اول قيمت واقعي اوراق اختيار معامله در بازار نيز مورد استفاده قرار مي

خصوص قيمت دارايي پايه، پارامترهاي معادله مورد هاي موجود واقعي در  براساس داده
شود كه قيمت نظري حاصل از آن مدل  اي برآورد مي گونه بررسي (مانند مدل هستون) به

هاي واقعي اختيار معامله  براي اختيار معامله منعقد شده براي آن دارايي هرچه بيشتر به قيمت
تابع زيان بين قيمت واقعي اختيار  در بازار نزديك شود. به عبارت ديگر، با تشكيل يك

معامله و قيمت تخميني حاصل از فرآيند تحت بررسي براي آن اختيار، اين تابع زيان را با 
دست  و بدين ترتيب برآوردي از پارامترهاي مدل بهكند  ميتغيير مقادير پارامترها كمينه 

هايي قابل استفاده  ارايياگرچه اين روش پيچيدگي چنداني ندارد، اما تنها براي دآيد.  مي
طور فعالانه نيز در بازار مورد معامله قرار  اي براي آن وجود داشته و به است كه اختيار معامله
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گيرد. همچنين اين روش بر فرض منصفانه بودن قيمت اختيار معامله براساس دارايي پايه 
وش در خصوص بازار رو، با توجه به عدم كاربردپذيري اين ر بنيان نهاده شده است. ازاين

گيرد، از  سرمايه ايران كه در حال حاضر اختيار معاملات در آن مورد معامله قرار نمي
هايي است كه تنها  هاي تخمين، روش كنيم. دسته دوم روش توضيح بيشتر آن خودداري مي

 براساس سري زماني قيمت دارايي پايه انجام شده و نسبتاً نيز پيچيده هستند. علت اصلي اين
عنوان يك سري زماني مجزاست. اين دسته از  پيچيدگي نبود سري زماني نوسانات به

يافته،  هاي گشتاورها، گشتاورهاي تعميم خود به چند زيردسته مانند روش نوبه ها نيز به روش
كارلو  سازي مونت نمايي و شبيه بر توزيع، غربالگري كالمن و حداكثر راست روش مبتني

ها نسبت به  . اگرچه هر يك از اين روش1ف قابل تقسيم استبراساس زنجيره ماركو
بر  ديگري از مزايا و معايب خاصي برخوردار است، با اين حال، در اين نوشتار روش مبتني

توزيع بازده انتخاب شد، زيرا در اين روش اطلاعات مفيد ديگري نيز در خصوص توزيع 
دست  ار براساس مدل هستون نيز بهبر فرض رفت تئوريك متغير تصادفي تحت بررسي مبتني

آيد كه جداي از پارامترهاي تخمين زده شده خود داراي ارزش اطلاعاتي بالايي است.  مي
براي تخمين يك انتگرال نامعين با  2هرميت –همچنين در اجراي آن از روش گاوس 

  ايم. برده بار در اين مقاله از آن بهره شود كه براي نخستين هاي نامحدود استفاده مي كران
 

  بر توزيع: تخمين پارامترهاي مدل هستون به روش مبتني -4
  كند: فرض كنيد دارايي تحت بررسي براساس رابطه زير رفتار مي

)15(   ( )μt t t t tdS S dt S dB  1 
)جمله رانش،  μدهنده انديس زمان،  نشان tكه در آن  )

tB براوني استاندارد و  حركت 1
t  نوسانات تصادفي طي زمان است. با يك تغيير متغير ازtS  به بازده لگاريتمي

log( / )t t tr S S  μtو حذف جمله رانش از طريق جايگزين كردن  1 tx r t   و
  يابيم: رابطه زير دست مياستفاده از لم ايتو به 

                                                                                                                   
1- Shephard & Andersen, 2008.  
2- Gauss - Hermite 
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)16(   ( )t
t

ν
νt tdx dt dB   1

2
 

tνtكه   شود كه  است. در مدل هستون فرض ميtν  از رابطه بازگشت به
  كند: ميانگين زير تبعيت مي

)17(   ( )
t t tν γ ν θ k ν td dB    2 

)در حالت كلي )
tdB )و  1 )

tdB باشند كه در اين  توانند داراي ضريب همبستگي  مي 2
شود (نتايج تحقيقات قبلي نشان از عدم  پژوهش اين ضريب برابر صفر فرض مي

 –كرتوان با استفاده از قضيه فو حال مي. 1تأثيرگذاري اين فرض بر پارامترهاي تخميني است
ν،tو نوسانات  xتوزيع احتمال مشترك بازدهي لگاريتمي به  2پلانك ( , | )iP x    با

xشرايط اوليه     و داشتن واريانسi  در زمانt    با حل معادله ديفرانسيل با
  ضرايب جزيي زير دست يافت:

  

)18(        γ (υ )
t υ x x υ

k
P P P k P P P

x
     


     

             

2 2 2 2

2 2
1 1
2 2 2

  
  

با فرض ضريب  اگرچه اين معادله حل تحليلي نهايي ندارد، اما دراگولسكو و ياكوونكو
اي  همبستگي برابر صفر به پاسخ زير براي تابع توزيع حاشيه t xP تند:دست ياف  

)19(   
 

t

x / ipx F

t

e dp
x e

x π

p

P




 



 
2

0 2
   

  كه در آن داريم:

)20(   F αln cosh sinht

t t
p

t     
    

2 1
2 2 2 2 

    
 

pو    21  ،γtt  ،x / xx   ،k / γx   وα γθ / k   .است 22
,مانده ( متر باقيپارا 3حال براي تخمين  γ,θk حاصل از رابطه تابع توزيع نظري ) بايد

بازده لگاريتمي حاصل از شاخص كل مقايسه و مجذور تابع توزيع تجربي يادشده را با 
                                                                                                                   
1- Dragulescu & Yakovenko, 2002. 
2- Fokker–Planck 
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تفاوت اين دو را كمينه كرد. در اين خصوص توجه به چند نكته ضروري است؛ نخست 
سازي نيز  رابطه مربوط به احتمالات نظري، براي اين كمينهاينكه با توجه به غيرخطي بودن 

ماركويت  –هاي غيرخطي استفاده كرد (در اين پژوهش از الگوريتم لونبرگ  بايد از روش
استفاده شده است). همچنين در رابطه مربوط به  t xP  با يك انتگرال با كران بالا و پايين

رو، ضروري است به  ه در حالت كلي پاسخ تحليلي ندارد و ازاينايم ك نامحدود مواجه
نهايت بودن كران بالا و پايين اين  صورت عددي به تخمين آن بپردازيم. با توجه به بي

. رويه كلي در 1هرميت براي تخمين اين انتگرال بهره جستيم –انتگرال، از روش گاوس 
سازي و تابع وزن  و براساس نقاط گسستهاين روش، تخمين يك انتگرال با يك تابع گسسته 

(x)تر، براي تخمين انتگرال نمونه  خاص است. به عبارت روشن (x)dx



  از تخمين ،

n

k k
1

(x )
k 
 جوييم كه در آن  بهره ميk سازي و  نقاط گسستهk  تابع وزن مورد

امحدود بودن هر دو كران بالا و پايين انتگرال، گاوس و هرميت اشاره است. در حالت ن
xeتابع 

x)جاي  را به 2 )  پيشنهاد كردند كه در اين پژوهش نيز از همين تابع استفاده
انتگرال مطابق پيشنهاد ارايه شده در اين روش شده است. همچنين ضروري است 

 i Fd
e

π
tp x pp







 2

    را در يك ضريبpe
2 عنوان تابع وزن  بهk كه  ضرب و تقسيم كنيم

  داريم:
)21(   x pe 

2 
  و

)22(     ti Fe
π

p
p x pe

p 
2

2



   

هستون كافي است مجموع  منظور تخمين پارامترهاي مدل گونه كه بيان شد، به همان
مجذور تفاوت احتمالات نظري حاصل از رابطه مربوط به  t xP  با احتمالات تجربي را

                                                                                                                   
1- Davis & Rabinowitz, 1975. 
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كمينه كنيم. براي اين منظور محاسبه احتمالات تجربي مربوط به شاخص كل نيز ضروري 
(index)است. اگر اين احتمالات را 

tP گيري بازده  اي محاسبه آن بايد پس از اندازهبناميم بر
بازده فراواني نسبي تقسيم و  rهاي با طول مساوي  آن را به زيربازه trلگاريتمي 

تقسيم  rالطول را محاسبه و سپس، هر يك را به  لگاريتمي واقع در هر زيربازه متساوي
عدد بودند، حذف  5هايي كه داراي فراواني مطلق كمتر از  كرد (در اين فرآيند زيربازه

عبارت براي تخمين پارامترها قابل اتكا نيستند). پس از آن بايد ها  زيربازهشدند، زيرا اين 
  سازي غيرخطي كمينه كرد: هاي بهينه زير را به روش

)23(                         index
t

x

ln x ln ( )tP P x
2  

  ها نتايج تحليل داده -5
هاي مربوط به  هاي مورد استفاده در اين تحقيق داده گونه كه شرح داده شد، داده همان

شاخص كل بورس اوراق بهادار تهران است كه براساس آن در ادامه پس از تحليل خواص 
ين پارامترها و ها، در دو بخش مجزا به تشريح نتايج حاصل از تخم آماري اين داده

هاي انجام شده براي محاسبه ارزش در معرض خطر به روش تشريح شده در  سازي شبيه
  پردازيم. هاي قبل مي بخش

  ها: بررسي خواص آماري داده -
ترين انتقادهاي مطرح شده به مدل حركت براوني هندسي را  طور كه بيان شد، مهم همان
به ها ( دادهگسستگي ه، ثابت نبودن نوسانات و توان در سه گروه عدم توزيع نرمال بازد مي

رو، قبل از آزمون  كرد. ازاين  ) تقسيمهاي مالي هاي ناگهاني قيمت دارايي دليل وجود جهش
عملكرد مدل هستون براي رفع اين مشكلات، در اين بخش با بررسي خواص آماري 

بررسي اوليه قرار  هاي مربوط به شاخص كل مورد ها، وجود اين مشكلات را در داده داده
، به ارايه نتايج آزمون توزيع تجربي 1دهيم. بدين منظور در ابتدا در جدول شماره  مي

 در مقايسه با توزيع نرمال به چهار روش متفاوت پرداخته شده است. هاي روزانه بازدهي
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  در مقايسه با توزيع نرمال هاي روزانه نتايج آزمون توزيع تجربي بازدهي - 1جدول 
 مقدار P آماره تعديل يافته آماره آزمون آزمونروش

 D(  0/100713 --- 0فورس ( ليلي
 W2(  14/75429 14/75659 0ميسيس ( فون  –كرامر 

 U2( 14/47536 14/47762 0واتسون (
 A2( 84/83376 84/85363 0دارلينگ ( –اندرسون

  
فرض صفر دال بر توزيع   ها، با توجه به نتايج ارايه شده در جدول براساس تمام روش

ها از توزيع  توان گفت كه داده رو، نمي هاي بازدهي تأييد نشده است و ازاين نرمال داده
هاي تصادفي كه نتيجه توزيعي  رود مدل كنند. به عبارت ديگر، انتظار مي نرمال پيروي مي

د آن نرمال است (مانند مدل حركت براوني هندسي)، در مقايسه با مدل هستون عملكر
، نمودار 2، در شكل شماره موضوعتري داشته باشد. براي بررسي بيشتر علت اين  ضعيف

QQ .بازدهي شاخص كل براي مقايسه با توزيع نرمال ترسيم شده است  
  

  بازدهي شاخص  QQنمودار  - 2شكل 

 

هاي توزيع (نقاط) چندان قرابتي با  خوبي مشخص بوده كه دنباله در اين نمودار نيز به
  تر است. ها نسبت به توزيع نرمال پهن نرمال (خط) نداشته و توزيع بازدهي در دنبالهتوزيع 

-6
-4
-2
0
2
4
6
8

-4 -2 0 2 4
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ي 
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 -توان از آزمون گلدفيلد  ها مي همچنين براي بررسي وجود نوسانات تصادفي در داده
زدايي به دو  ها پس از ميانگين كوانت بهره برد. براي اين منظور ضروري است كه داده

ريانس آنها براساس توزيع فيشر مورد مقايسه قرار گيرد. قسمت تقسيم شود و نسبت وا
گيرد  ها عمل دو قسمت كردن صورت مي طور معمول در اين روش براساس ماهيت داده به

طور  و در صورت نبود معياري خاص براي اين منظور (مانند اين پژوهش) دو قسمت به
  شود. مساوي در نظر گرفته مي

 )GQكوانت ( - نتايج آزمون گلدفيلد  - 2جدول 

  Fآماره  هانسبت واريانس

8/1 08/1 

ها تأييد نشده است و  توان گفت فرض تساوي واريانس ، مي2براساس جدول شماره 
توان از طريق  نمايد. همچنين مي رو، استفاده از مدل با واريانس تصادفي ضروري مي ازاين

ها پرداخت.  اي در داده هبه بررسي وجود نوسانات خوش Qآزمون ليانگ و باكس و آماره 
  وقفه براي مجذور بازدهي ارايه شده است. 10با  Q، آماره 3بدين منظور در جدول شماره 

 10تا وقفه  Qآماره  - 3جدول 
 مقدار Q Pآماره  ييضريب خودهمبستگي جز ضريب خودهمبستگي تعداد وقفه

1 0/1570/15778/997 0/000 
2 0/0970/074108/97 0/000 
3 0/1030/079142/72 0/000 
4 0/0470/014149/72 0/000 
5 0/0640/043162/93 0/000 
6 0/0390/012167/76 0/000 
7 0/040/021172/86 0/000 
8 0/0410/021178/27 0/000 
9 0/050/033186/36 0/000 
10 0/0740/053204/14 0/000 

بودن آماري ضريب همبستگي بين مجذور معنا  در اين آزمون، فرض صفر دال بر بي
ها همبستگي وجود دارد. به  رو، بين مجذور بازدهي ها تأييد نشده است و ازاين بازدهي

هاي مربوط به بازدهي روزانه مشاهده  اي در داده عبارت ديگر، پديده نوسانات خوشه
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ديگر  گيرد. از هاي با نوسانات تصادفي قوت مي شود و ضرورت استفاده از مدل مي
اي در بازدهي، آزمون نسبت واريانس  هاي جديدتر بررسي وجود نوسانات خوشه آزمون

  ، ارايه شده است.4در جدول شماره  است كه نتايج آن براي بازدهي

 نتايج آزمون نسبت واريانس - 4جدول 

 Pمقدار   درجه آزادي مقدار آماره نام آزمون

Max |z| (at period 16)* 33/28 3/205 0/00 
Wald (Chi-Square) 1283/95 15 0/00 

  
در اين آزمون، فرض صفر دال بر گام تصادفي بودن بازدهي است كه با توجه به مقدار 

P اي در بازده و در  اين فرض نيز تأييد نشده و شواهد دال بر وجود پديده نوسانات خوشه
  هاي با نوسانات تصادفي است. نتيجه، افزايش اهميت استفاده از مدل

  نتايج حاصل از تخمين پارامترها:
داده مربوط  3000گونه كه شرح داده شد، با استفاده از يك پنجره تخمين به طول  همان

مرتبه پارامترهاي مدل هستون تخمين زده شد كه خلاصه نتايج آن به  200به شاخص كل، 
  ، است.5شرح جدول شماره 

  پارامترهاي تخميني مدل هستون - 5جدول 
  kپارامتر   θپارامتر   γپارامتر   μتر پارام معيار
 0/04398 0/020507 0/035479 0/001253 ميانگين
 0/043331 0/020792 0/034755 0/001257 ميانه

 0/10081 0/021086 0/099188 0/001297 بيشترين
 0/03625 0/001 0/028672 0/001204 كمترين

 2/38E-05 0/00658 0/001745 0/006582 انحراف معيار

 درصد است 001253/0برابر  μشود مقدار ميانگين پارامتر  طور كه مشاهده مي همان
هاي منتقل شده به جلو برابر با  طور متوسط بازده ميانگين روزانه پنجره داده بدين معنا كه به

كننده سرعت بازگشت به ميانگين  بيان اين مقدار بوده است. همچنين مقدار پارامتر 
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بوده، به عبارتي، مدت زمان بازگشت  28فرآيند واريانس است كه معكوس آن برابر 
روز معاملاتي  5از يك ماه براساس  روز معاملاتي (كمتر 28واريانس به ميانگين خود برابر 

شود، اين مقدار در تحقيقات مشابه (مانند تحقيق  در هر هفته) خواهد بود. خاطرنشان مي
بوده است. همچنين براساس مدل هستون، مقدار  روز 22دراگولسكو و ياكونكو) برابر 
  ) است.درصد (جذر ميانگين پارامتر  14ميانگين بلندمدت نوسانات برابر 

  هاي انجام شده: سازي نتايج حاصل از شبيه
هاي انجام شده و ارزش در معرض خطر  سازي در اين قسمت به تشريح نتايج حاصل از شبيه

پردازيم و آن را با مدل حركت براوني هندسي مقايسه  سازي مي حاصل از اين شبيه
ميانگين و انحراف معيار ارزش در معرض ، مقادير 6كنيم. در ابتدا در جدول شماره  مي

  خطر محاسبه شده براساس هر دو مدل نمايش داده شده است.

  آمار توصيفي مقدار شاخص و ارزش در معرض خطر محاسبه شده با استفاده از دو مدل - 6جدول 
ميانگين انحراف معيار عنوان
 ارزش در معرض خطر مدل هستون 28987/07 5023/045
  ارزش در معرض خطر مدل حركت براوني هندسي 29146/1 4832/773

 
بر مدل  توان دريافت، ميانگين ارزش در معرض خطر مبتني گونه كه از جدول مي همان

كمتر است (اين موضوع با استفاده از آزمون  هستون از مدل حركت براوني هندسي
رار گرفته درصد نيز بررسي شده و مورد تأييد ق 1هاي زوجي در سطح خطاي  مقايسه

توان گفت مدل حركت براوني هندسي نسبت به مدل هستون، ارزش  رو، مي است). ازاين
 زند. تر تخمين مي كارانه در معرض خطر را محافظه

  
مقايسه ارزش در معرض خطر حاصل از مدل هستون و حركت براوني  -6

  آزمون: هاي پس هندسي با استفاده از تكنيك
به مقايسه ارزش در معرض خطر محاسبه شده به هر دو  هاي قبلي تا حدي اگرچه در قسمت

تر در اين بخش با استفاده از  روش پرداخته شد، با اين حال، براي كسب نتايج دقيق
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آزمون عبارت  دهيم. پس تري بين دو روش انجام مي آزمون مقايسه دقيق هاي پس تكنيك
بيني شده توسط  عي و پيشاست از: رويكردي آماري و سيستماتيك براي مقايسه مقادير واق

در صورت محاسبه ارزش در معرض خطر روزانه با  ،؛ براي نمونه1ارزش در معرض خطر
روز تنها در يك روز با  100طور ميانگين از هر  رود به درصد انتظار مي 99فاصله اطمينان 

خطا مواجه شويم (پوشش غيرشرطي). همچنين ضروري است مدل برتر خطاهايي 
 3. از بين معيارهاي پوشش غيرشرطي آزمون كوپيك2يد كند (پوشش شرطي)ناهمبسته تول

شود بيشترين رواج را داراست.  ) كه تحت عنوان آزمون نسبت خطاها نيز شناخته مي1995(
نظر گرفته و  رو است كه تنها نسبت خطاها را در رغم سادگي با اين مسأله روبه اين روش به

هاي متعددي ارايه شده كه  براي رفع اين نقيصه نيز روشكند.  استقلال آنها را بررسي نمي
ترين آنها روش زمان تا نخستين خطاست كه در عمل چندان كارايي ندارد. برخلاف  ساده

شود،  ) شناخته مي2004( 4اين روش معيار ديگري كه تحت عنوان روش كريستوفرسون
رو است كه تنها وابستگي  ل روبهكاربرد فراواني دارد. با اين حال، اين روش نيز با اين اشكا

) براي حل اين مسأله با تكميل مدل 2005( 5گيرد. هاس خطاها را با يك وقفه در نظر مي
كوپيك روشي جديد تحت عنوان آزمون تركيبي كوپيك ارايه كرد. براساس اين، در 

  م.پردازي آزمون مي ترين معيارهاي پس ، به ارايه اطلاعات مربوط به مهم7جدول شماره 
   

                                                                                                                   
1- Niepolla, 2009. 
2- Jorion, 2001. 
3- Kupiec 
4- Christofferson 
5- Hass 
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 آزمون ارزش در معرض خطر محاسبه شده با استفاده از دو مدل معيارهاي پس - 7جدول 

معيار 
  آزمون پس

  نوع توزيع معيار  محاسباتي رابطه
  مدل هستون براوني هندسي

 .Prob  مقدار .Prob  مقدار

)  نسبت خطاها )
T x x

p p
LR lnPOF T x x

x x

T T




  



 
 
 
    
       

1
2

1

درجه آزادي 1دو با  كاي    430/5  019/0  939/3  047/0  

زمان تا اولين 
  خطا

( )
TUFF

p p
LR ln





 





 
 

  
      
   

1

1
12

1 11

  
درجه آزادي 1دو با  كاي  021/0  882/0  588/0  442/0  

  كريستوفرسون
cc POF indcLR LR LR   درجه آزادي 2دو با  كاي  811/5  054/0  939/3  139/0  

كوپيك 
mix  تركيبي POF indkLR LR LR   

:درجه آزادي(دوكاي
)1تعداد خطاها بعلاوه   

428/17  014/0  528/4  033/0  

  
حاسبه ارزش سطح خطاي م pتعداد خطاها،  xتعداد مشاهدات،  Tدر اين جدول منظور از 

روابط ارايه شده به ترتيب،  indkLRو  indcLRزمان تا نخستين خطا،  vدر معرض خطر، 
  .1توسط كريستوفرسون و هاس براي در نظر داشتن همبستگي بين خطاهاست

دل تعريف دو و با فرض صفر قابل قبول بودن م همچنين تمام معيارها با توزيع كاي
گيرند (با سطح  شوند. بدين ترتيب، هر دو مدل براساس تمام معيارها مورد تأييد قرار مي مي

، تنها در معيار كريستوفرسون مدل Probدرصد). همچنين برمبناي مقايسه مقادير  1خطاي 
معيار ديگر،  3حركت براوني هندسي نسبت به مدل هستون عملكرد بهتري دارد و براساس 

  گيرد. ون در جايگاه برتري قرار ميمدل هست
 
 

  گيري نتيجه -7
ي درك معادلات ديفرانسيل تصادفي، س از تشريح مقدمات مورد نياز برادر اين نوشتار پ
تواند برخي از معايب عنوان شده  عنوان معادله ديفرانسيل تصادفي كه مي مدل هستون به

                                                                                                                   
1- Olli, 2009. 
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ا پوشش دهد، مورد براي مدل حركت براوني هندسي (مدل مورد استفاده عمومي) ر
بر توزيع با استفاده  بررسي قرار گرفت و سپس، نحوه تخمين پارامترهاي آن با روش مبتني

پلانك توضيح داده شد. همچنين براي تخمين اين پارامترها به روش مورد  –از قضيه فوكر 
هرميت بهره جستيم. سپس، برمبناي تحليل خواص آماري  –اشاره، از روش گاوس 

عنوان مدلي با نوسانات تصادفي را  تحت بررسي اهميت استفاده از مدل هستون بههاي  داده
خاطرنشان كرديم. در ادامه، پس از تخمين پارامترهاي مدل براي شاخص كل، 

هايي براي محاسبه ارزش در معرض خطر انجام كه مشخص شد، مدل حركت  سازي شبيه
تري ارايه  كارانه طر محافظهبراوني هندسي نسبت به مدل هستون، ارزش در معرض خ

آزمون، مشاهده شد كه مدل هستون نسبت به  هاي پس دهد. در نهايت، براساس تكنيك مي
جز معيار  براوني هندسي عملكرد عمومي بهتري داشته است (بهحركت مدل 

  .اند) كريستوفرسون، ساير معيارها دال بر برتري مدل هستون بوده
ر مطالعات بعدي ديگر انواع معادلات ديفرانسيل معرفي شود تا د در نهايت، پيشنهاد مي

بررسي و با استفاده از رويكردهاي كاربردي مختلف ديگر مانند قدرت  شده در اين نوشتار
  سازي تصادفي و...، عملكرد هر يك نسبت به ديگري سنجيده شود. بيني، بهينه پيش
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