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Abstract  

 

The modeling is a very important topic in economic and financial 

research and it has a basic role in the analyzes, decisions, the policies 

and planning. In the modeling, assumptions have an important role in 

estimation and forecasting, because they can affect the results of models 

and analyses.  The one of the most widely used classical time series 

models is the autoregressive model, where the current values are the 

finite linear combination of its past values. On the other hand,  in real 

problems, many variables affect each other. For this reason, the vector 

time series models are used, which are part of the multivariate time 

series. The Vector autoregressive models are used in economic and 

financial modeling. The vector autoregressive (VAR) models are 

usually considered with   the normal distribution for the shocks (noises). 

Since, in economic and financial issues, especially macroeconomics, 

the shocks don’t have symmetric distribution. In this paper, the VAR 

model with the Multivariate Skew Normal (MSN) distribution for the 

shocks  is considered and since, the estimation of the parameters is an 

important step in modeling, the parameters of the model are estimated 

by using the Expectation Conditional Maximization (ECM) algorithm.  
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Finally, by using the real data sets of Canada and Iran where the shocks 

have skewness and the evaluation criteria of the models, it is shown that 

the VAR model with MSN distribution for shocks in these data is more 

efficient than the VAR model with the multivariate normal distribution 

for shocks. 

Keywords: Vector autoregressive, skewness, multivariate skew 

normal, maximum likelihood estimation, expectation conditional 

maximization algorithm 
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با توزیع نرمال چوله چند متغیره   و برداریبرآورد مدل اتورگرسی 
 و تحلیل عملکرد آن برای دو مجموعه داده واقعی هاشوک برای 

 ایران  تهران،  ،علامه طباطبایی  دانشگاه آمار،  دکتری رشته  دانشجوی    منیژه محمودی   
  

    محمدرضا صالحی  راد 
دانشگاه علامه   ریاضی و رایانه، دانشکده آمار، گروه آمار،استادیار 

   ، تهران، ایرانطباطبایی
  

  چکیده
ها و است و نقش بسیار بالایی در تحلیلهای اقتصادی و مالی  ل سازی مبحث بسیار مهمی در پژوهشمد 

مفروضات نقش مهمی  ها،  در مدل سازی دارد. از طرفی    هاو برنامه ریزیاتخاذ تصمیمات و سیاست گذاری  
  یکی .  باشندها اثرگذار  تحلیلها و  توانند بر نتایج مدلرا می زی  ها ایفا می کنند،له برآوردها و پیش بینی در مسئ

ترکیب مقادیر فعلی فرآیند  که    ،  است  مدل اتورگرسیو    ی سری زمانی کلاسیک،  هامدلاز پرکاربردترین  
  ،گذارندتاثیرمی   همزیادی بر    در مسائل واقعی متغیرهای  . ازطرفی باشدمی   متناهی از مقادیر گذشته آن  خطی  

  محسوب  سری زمانی چند متغیره  جزء که  شوندمی به کار گرفته های سری زمانی برداری به همین دلیل مدل 
از سوی دیگر،    .  استصادی و مالی بسیار پرکاربرد  های اقتدر مدل سازی اتورگرسیو برداری    مدل    .  گردندمی 

در     جایی کهاز آن  .شوندهای نرمال در نظر گرفته می )نویز(     شوک  با   معمولاهای اتو رگرسیو برداری  مدل 
این مقاله مدل اتورگرسیو  در    حالت تقارن ندارند ،   هاشوک ادی و مالی به ویژه اقتصاد کلان،  مسائل اقتص

ها مرحله پارامتر  چون برآورد  و   شودمی ها در نظر گرفته  روی شوک با توزیع نرمال چوله چند متغیره  برداری  
به امیدریاضی شرطی پارامترهای مدل با استفاده از الگوریتم بیشینه سازی  براورد، مهمی در مدل سازی است

دارای   هاشوککه    کانادا و ایران واقعی   دو مجموعه داده هایدر پایان با استفاده از  .  شوندمی دست آورده  
با   برداریکه مدل  اتورگرسیو    شودمی نشان داده  ،    هامدلو بر اساس معیار های ارزیابی   باشندگی می چول

 توزیعنسبت به مدل اتورگرسیو با    کارایی بیشتری  در این داده ها    هاشوکتوزیع نرمال چوله چند متغیره برای  
    دارد.  هاشوکنرمال چند متغیره برای 
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بیشینه      :هاواژه کلید  برآورد  شرطی،  ریاضی  امید  سازی  بیشینه  الگوریتم  برداری،  اتورگرسیو 
 نمایی، چولگی، نرمال چوله چند متغیره درست 
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  مقدمه. 1
ها و سیاست  ل اقتصادی و مالی جهت تصمیم گیریهای مهم در مسائمدل سازی یکی از ابزار 

های اقتصادی  مینهدر ز  مدل سازیهای  تی می باشد. از پرکاربردترین روشمدیریهای  گذاری
های  نی یکی از زیر مجموعهزما  هایسریزمانی اشاره کرد.    های سریمی توان به  و مالی  
یک را  ی سری زمانی کلاس ها مدل   1970های تصادفی است. باکس و جنکینز در سال  فرآیند

معروف از  یکی  کردند.  رگرسیوهامدل  ترین معرفی  اتو  مدل  کلاسیک،  زمانی  سری   1ی 
(ARاست )    شودمیبررسی    آنروی    که در آن تنها یک متغیر وجود دارد و اثر گذشته متغیر  

  به دلیل تاثیر عوامل  . از طرفیشوندمیها برآورد  پارامتر  هاشوکو با فرض توزیع نرمال برای  
بر    )متغیرهای کمکی( بررسی  پدیدهمتعدد    شود یمن  استفاده  کی کلاس   یهامدلاز    ،مورد 

مدل   لی و تحل   یبه معرف   (2002)  2ی سات    .شوندیکار گرفته م به  رهی چند متغ  یزمان  یهایوسر
 3ل لوتکپ    و   یاقتصاد  و  یمال  ی هانهی در زم   رهی و چند متغ   رهیمتغ  کی  حالت   در  ی زمان  یسر

به بررس2005)   ها آن  ب ی ترک  و  یبردار  متحرک  ن یانگی م  ،یبردار  وی اتورگرس  یهامدل   ی( 
(  2017)  5ل لوتکپ و    ان ی لی ک  توسط (  SVAR)    4ی ساختار  یبردار   ویاتورگرس  مدل.  پرداختند

های  در بسیاری از زمینه  ی سری زمانی چند متغیرههامدل  قرار گرفت.  و بررسی   مورد تحلیل
ترین  یکی از مهم.  شودمیاقتصادی، پزشکی، زیست شناسی، علوم اجتماعی و غیره استفاده  

است.  ،هامدلاین   برداری  اتورگرسیو  تحقیق  مدل  پیشینه  به  زمینه    اکنون  ی  هامدلدر 
برداری روش    (1980)  6سیمز  اشاره می کنیم.  هابا توزیع شوک  اتورگرسیو و اتورگرسیو 

را به عنوان جایگزینی برای مدل سازی در   بدون ایجاد محدودیت روی ضرایب مدل سازی 
الگوی همزمانی      هااز نظر او اگر بین متغیر   تصاد سنجی بیان کرد.اق  مقیاس بزرگ در مسائل

استفاده    اتورگرسیو برداری   یهامدلرا درون زا نگریست و از    باید متغیرهاوجود داشته باشد،  
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نکرد.هامدلو در ساخت    نمود ایجاد  بزرگ  محدودیت  مدل    (2001)    1پوراحمدی      ی 
مرت توزیعاتورگرسیو  گرفتن  نظر  در  با  را  اول  برای به  مختلط  هندسی  و  گاما  نمایی،  های 

توزیع  ا با  ر     pورگرسیو مرتبه  ( مدل ات2005)    2. طارمی و پور احمدی نمودتحلیل    هاشوک
های تک متغیره و ( روش2009)  3وی   استودنت برای نوسانات مورد بررسی قرار دادند.تی  

زمانی مورد بحث قرار داد. مطالعاتی روی مدل اتورگرسیو    هایسریچند متغیره را در تحلیل  
زمانی و  (.    Bondon, 2009برای نوسانات صورت گرفت )     چوله   اپسیلون  با توزیع نرمال

نتاج آماری را در مدل اتورگرسیو با خطاهای نامنفی مورد مطالعه قرار  ( است2015)   4سیاره 
بررسی  را  ( مدل اتورگرسیو مرتبه اول را با خطاهای چوله  2016)  5دادند.  شرفی و نعمت اللهی 
های اتورگرسیو را با توزیع هذلولی تعمیم یافته  ( فرآیند2019)  6نمودند. قاسمی و همکاران 

بیشینه  ( با استفاده از الگوریتم  2019)    7بحث قرار دادند. لیو و همکاران برای نوسانات مورد  
 های گم شده برآورد کردند. دادههای مدل را با توزیع دم پهن و  پارامتر  سازی امیدریاضی

به برآورد مدل برای نوسانات،  وهشگرانی با در نظر گرفتن توزیع نرمال چوله تعمیم یافته  پژ
     .(Neethling et al., 2020)  اتورگرسیو پرداختند

های چند متغیره معرفی  زمانی چندگانه برای مدل سازی  ی سریهامدلبا گذشت زمان،      
قرار گرفتند ) مطالعه  ی  هامدلپژوهشگرانی    .(  Lütkepohl, 2005 ;1991شده و مورد 

یافته،   کاهش  اتورگرسیو  بین  تفاوت  و  کرده  بررسی  را  برداری  اتورگرسیو  اتورگرسیو 
 .(  Stock & Watson, 2001بازگشتی و اتورگرسیو ساختاری را مورد بحث قرار دادند )

ی اتورگرسیو برداری  در اقتصاد کلان  هامدلبرای    بیزی  چند متغیره زمانی سری    های  شیوه
قرار گرفته است   مطالعه  توسط محققان مورد  (.   Koop & Korobilis, 2009)  تجربی 

و   هامدل آن  و برآورد  ی اتورگرسیو برداریهامدل برآورد بیزی برای ت هایی  جهوهش پژ
 Niصورت گرفته است )     چنین پیش بینی مدل با نوسانات تصادفی با توزیع دم پهن نیزهم

& Sun, 2015   ؛   Wai et al, 2017    .)  زیع دم پهن  ( یک تو2019)     8و همکارانملکی
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را مدل    نامتقارن  دادند.برای  قرار  بررسی  مورد  و  نظر گرفته   در  برداری  مدل    اتورگرسیو 
  های بر این در پژوهش   دهد، بنا ان بررسی همزمان چند متغیر را میاتورگرسیو برداری امک

( مدل  2010)  1حیدری بسیار مورد توجه قرار گرفته است.  اخیر در زمینه های اقتصادی و مالی  
و همکاران    2محمدی   پیش بینی تورم به کاربرده است.  اتورگرسیو برداری و بیزی را برای

های کلان اقتصادی مقررات زدایی در بازارهای محصول کار  در  ( پژوهش پویایی1398)
انجام دادند.     ) منطقه خاورمیانه و شمال آفریقا(  3کشورهای منا  پنل  با مدل اتورگرسیو    را 

همکاران   4خرسندی  آثار  2020)  و  متغیری  هاشوک(  بر  خارجی  کلان  اقتصادی  های 
ایران رویکرد    اقتصادی  برداری جهانی با  قراردادند. (  GVAR)  5اتورگرسیو  مطالعه    مورد 

با  هامدل   GVARمدل   داخلی  متغیرهای  آن  در  که  را  داخلی  برداری  خطای  تصحیح  ی 
رهای خارجی خاص  کند. متغی ص هر کشور مرتبط هستند، ترکیب میمتغیرهای خارجی خا 

های داخلی ساخته شده است تا بتواند با تجارت بین الملل یا الگوی مورد  هر کشور از متغیر
شبکه بازار مسکن بین استان های ایران  تحلیل نظر کشور مورد بررسی مطابقت داشته باشد.  

با استفاده از مدل اتورگرسیو برداری مورد تجزیه و تحلیل قرار    6و همکاران  توسط میرزایی
 گرفت.

ی مدل اغلب هاشوکی اتورگرسیو برداری،  هامدل با توجه به مطالعات انجام شده بر روی     
توزیع نرمال  (.     Lütkepohl & Kilian, 2017دارای توزیع نرمال چند متغیره می باشند )  

در مسائل واقعی    قارن است. در برخی مواردهای مت پرکاربرد ترین توزیعغیره یکی از چند مت 
  هاشوکتقارن روی    ،های اقتصادی، مالی، بورس، پزشکی، زیست شناسی و غیرهدر زمینه

از  استفاده نمود.    هاشوکوجود ندارد. به همین دلیل باید از توزیع نامتقارن ) چوله ( برای  
توزیع  طرفی چوله خانواده  متغ  های  آنچند  روی  کار  و  است  بزرگ  بسیار  آسان یره  ها 

های  یره در نظر گرفته شده  و پارامترباشد، لذا در این مقاله توزیع نرمال چوله چند متغنمی
براورد شده      با استفاده از الگوریتم بیشینه سازی امیدریاضی شرطیمدل اتورگرسیو برداری  

  های نامتقارنبا شوک های واقعیمدل روی داده فاده از معیارهای ارزیابیاست. سپس با است
  هاشوکبرای  که مدل اتورگرسیو برداری با توزیع نرمال چوله چند متغیره    شودمینشان داده  

 

1. Heidari, H. 
2. Mohammdi, T., et al. 

3. Middle East and North Africa (MENA) 

4. Khorsandi, M., et al. 
6. Global Vector Autoregressive (GVAR) 
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مقاله    .تر استمناسب  هابرای شوک  با توزیع نرمال چند متغیرهنسبت به مدل  ها  در این داده
 به شرح زیرتنظیم شده است: 

معرفی    این توزیعهای  ویژگیوهشی توزیع نرمال چوله چند متغیره و  پیشینه پژ،  2در بخش 
، جزئیات مدل اتورگرسیو برداری و الگوریتم بیشینه سازی امیدریاضی  3شده است. در بخش 

پارامترهای مدل شرح داده   برآورد  برای  شیوه    عملکرد  4. سپس در بخش  شودمیشرطی 
 . شودمیارائه  5ردد. نتیجه گیری در بخش گهای واقعی ارزیابی میادهاستفاده شده روی د 

 

 مبانی نظري . 2
مربوط مفاهیم نظری پیشینه پژوهشی توزیع نرمال چوله چند متغیره و ابتدا  بخش،در این 

 . شودمیشرح داده آن  به 

   چند متغیرهچوله پیشینه توزيع نرمال . 2-1
برای توزیع پیشنهادات  قرن  ها اولین  به  نامتقارن  بر میی  ( 1985)  1ردد و آزالینی گنوزدهم 

کرده است. در نظر گرفتن   یکی از پژوهشگرانی است که توزیع نرمال یک متغیره را معرفی 
ناه خانواده زیادی  ای  محققان  توسط  نرمال  مومتقارن  است. مورد  گرفته  قرار  مطالعه    رد 

آزالینی و  ( ارائه شده است.1970)  2گیری چولگی و برجستگی توسط ماردیا معیارهای اندازه
و    اند  معرفی کرده    راو کاربرد آماری آن  ( توزیع نرمال چوله چند متغیره1999)    3کاپیتانیو 
و ها ارائه کردند.  تخقیقات کامل خود را بر روی نرمال چوله و خانواده آن  2014در سال  

معرفی شده    (2004و همکاران )  آن توسط آرلانوواله(  SGN  )4توزیع نرمال تعمیم یافته چوله 
( در مقاله مروری خود به توزیع نرمال چوله یک متغیره،  چند متغیره   2005آزالینی )   است.
( یک 2005)  5آرلانو واله و جنتون    واده توزیع های چندمتغیره مرتبط پرداخته است.و خان

توزیع   نام  به  را  متغیره  چند  نرمال چوله  توزیع  خانواده  از  جدید  معرفی    6FUSNکلاسی 
 مورد بحث قرار دادند. توزیع های چوله بیضوی و چوله کروی به  کردند و گسترش آن را 

 

1. Azzalini, A. 

2. Mardia   

3. Azzalini, A., & Capitanio, A.  

4. Skew generalizes normal 

5. Arellano-Valle, RB., and Genton, MG. 

1. Fundamental skew normal 
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مانندچنین  هم )  پژوهشگرانی  آزالینی  و  نرمال   مطالعاتی (  2006آرلانوواله  توزیع  زمینه  در 
( VAR  )1ی مدل اتو رگسیو برداری هاشوکما در این مقاله     اند.هچوله چند متغیره انجام داد

 .گرددکه این مدل در بخش بعد معرفی می  گیریمنرمال چوله چند متغیره درنظر می  را توزیع

    رمال چوله چند متغیرهتوزيع ن. 2-2
های آن  و ویژگی(  MSN)  2قصد داریم به توزیع نرمال چوله چند متغیره   بخش در این  

اگر   اندازه    Yبپردازیم.  با  بردار  kیک  × متغیره   1 چند  چوله  نرمال  توزیع    از 

(Y ~ MSN ( ξ, ⅀, 𝑆))       ،که    باشدξ     بردار مکانیk × ماتریس پراکندگی  و مثبت   ⅀،   1
kمرتبه   × k    و  S  باشد، آن )   3گاه طبق مطالعاتی که توسط گوپتا ماتریس چولگی قطری 
در مورد توزیع نرمال چوله  (  2009)    5( و تی سانگ 2003)    4(، سوجیت و همکاران 2002

 :   شودمیصورت گرفته است، تابع چگالی آن به صورت زیر تعریف چند متغیره 

                                 𝐟(𝐲) = 𝟐𝐤 𝝓𝒌  (0, Ω) 𝜱(𝑺′Ω−𝟏(𝐲 − 𝛏); 𝟎, 𝚫)                       (1)                                               

Ωکه در آن     = ⅀ + 𝑆𝑆′    ،Δ = (I + 𝑆′⅀−1𝑆)−1 = I − 𝑆′Ω−1 𝑆 ، 

  S=diag(s1, s2 , … , sk)    ،𝜙𝑘(∙ , ∙)       تابع چگالی نرمال و𝛷(∙ , تابع توزیع تجمعی     (∙
دارای توزیع نرمال چند متغیره است و    Yگاه  برابر ماتریس صفر باشد آن  Sاگر    نرمال است.

⅀  , Y ~ MN (ξبا نماد   ,  S)    فرم سلسه مراتبی توزیع نرمال چوله چند  شودمینشان داده  .
 : شودمیمتغیره به صورت زیر نشان داده 

،  طبق بررسی توزیع نرمال چوله چند متغیره در رگرسیون بیزی  (2003)    سوجیت و همکاران
در تحلیل مدل ها با توزیع    (  2009)  7تی سانگ و همکاران  و  (  2005)    6آرلانو واله  و جنتون 

اگر   نرمال چوله،    دادند که  باشند،    𝑍 1 ~ 𝑁𝑘(𝜉, ⅀)  و   𝑍0 ~ 𝑁𝑘(𝑂, 𝐼𝑘)نشان  مستقل 
Y  گاه آن = 𝑆 |Z0| +  Z1    و با نماد   رمال چوله چند متغیره خواهد بوددارای یک توزیع ن

 

2. Vector autoregressive 

2. Multivariate skew normal 

3. Gupta, A. & Chang, C. 

4. Sujit, S., et al. 

5. Tsung, L. 

6. Arellano-Valle, RB., & Geneton, MG 

7. Tsung, L., et al. 
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𝑌 ~ 𝑀𝑆𝑁𝑘  ( 𝜉, ⅀ ,  S)       چنین فرم سلسله مراتبی توزیع نرمال چوله  هم   .شودمینشان داده
 : چند متغیره برابر است با 

 
                                𝑌|𝑊 = 𝑤 ~  MNk ( 𝑆𝑤 + 𝜉, ⅀)                           )2( 

𝑊 ~ 𝑇𝑁𝑘  (o, I)  𝐼(ℜ+ 
𝑘 ) ,      ℜ+ 

𝑘 = ( 0, + ∞)𝑘 

𝑘یک بردار    wکه در آن   × دارای توزیع نرمال در بازه  صفر و  که هر مولفه آن  است    1
توصیف ذکر شده در ساختار فرم سلسله   می باشد. طبق  (    نرمال کاسته شده  توزیعیک )  

|E |Z0       آنگاه        Z0| ~ TN ( O, I k)|اگر            ،  مراتبی =  √2/π  1k    و 

Var (|Z0|)ماتریس کوواریانس آن       = (1 −
2

ᴨ
 ) I k   تحقیقات  طبق  یود و     خواهد

 (  داریم:2005)  2( و آرلانو واله 2014) 1آزالینی و کاپیتانیو 
 

𝐸(𝑌) = 𝐸( 𝑆 |𝑍0| +  𝑍1) = 𝑆 𝐸|𝑍0| + 𝐸(𝑍1) = 𝑆 √
2

ᴨ
  1𝑘 + 𝜉                  (3)                        

𝑉𝑎𝑟( 𝑌) = 𝑆 𝑉𝑎𝑟|𝑍0| 𝑆′ + 𝑉𝑎𝑟(𝑍1 ) = 𝑆 (1 −
2

ᴨ
 ) 𝐼𝑘 𝑆′ + ⅀ =

(1 −
2

ᴨ
 ) 𝑆 𝑆′ +  ⅀                                                                                            (4)  

 
 ها شوک براي  با توزيع نرمال چوله چند متغیره VAR مدل  برآورد .3
شیوه برآورد پارامترهای  و سپس  کرده  بیان    را    مدل اتورگرسیو برداری  ابتدا  ،در این بخش  

   . شودمیداده شرح    با استفاده از الگوریتم بیشینه سازی امیدریاضی شرطی مدل
 

 .  مدل اتورگرسیو برداري 1-3
با توزیع نرمال چوله چندمتغیره    pبخش، ما مدل اتو رگرسیو برداری مرتبه زیر در این    

 : شودمیگیریم. این مدل به صورت زیر نوشته را در نظر می هاشوکروی 

 

 

1. Azzalini, A., & Capitanio, A 
2.  Arellano-Valle, RB., et al. 
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 V AR(𝑝) :     𝒴t = ν + A1𝒴t−1 + A2𝒴t−2 +  … + Ap𝒴t−𝑝 + εt  (5)                      

 
آن  که در   

𝜈 = [

𝜈1 𝑡
𝜈2 𝑡

⋮
𝜈𝑘 𝑡

] , 𝒴𝑡 = [

𝑦1 𝑡
𝑦2 𝑡

⋮
𝑦𝑘 𝑡

] , 𝐴𝑖 = [

 𝑎11,𝑖 ⋯ 𝑎1 𝑘 ,𝑖

⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑘 1 ,𝑖 ⋯ 𝑎𝑘 𝑘 ,𝑖

] ,   𝜀𝑡 = [

𝜀1 𝑡
𝜀2 𝑡

⋮
𝜀𝑘 𝑡

]            𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝  

 
 

  𝜀𝑡و            
𝑖𝑖𝑑
~

  𝑀𝑆𝑁(𝑜,  ⅀, 𝑆 )    کهo      ،ماتریس پراکندگی )   ⅀ بردار مکانی
ماتریس قطری ) پارامتر   Sو ام  jام و ستون  iدر سطر ها    𝜎𝑖𝑗با درایه های   پارامتر مقیاس(

 با:باشند و تابع چگالی برابر است می،  چولگی ( 
 

                             𝑓(𝜀𝑡) = 2𝑘  𝝓𝒌(𝑜, Ω) 𝜱(𝑆′Ω−1𝜀𝑡; 0, 𝛥)                             (6)      

∙)𝛷تابع چگالی نرمال و     (∙ , ∙)𝜙𝑘 ر آن که د ,  .تابع توزیع تجمعی نرمال است  (∙
 

 نمايیبیشینه درست روش   .2-3
 برابر صفر    ν  بردار مقادیر ثابت  فرض با    مشاهده مستقل   Tبا    درستنمایی تابع  ،  5طبق رابطه  

مرتبه   در برداری  اتو رگرسیو  نرمال چوله چندمتغیره روی     pمدل  توزیع  به  ،    هاشوکبا 
 : شودمیصورت زیر تعریف 

𝐿(𝐴1, … , 𝐴𝑃, Ω, 𝑆) = 2𝑘𝑇  ∏  𝝓𝒌(𝒴𝑡 − 𝐴1𝒴𝑡−1 − 𝐴2𝒴𝑡−2 −  … − 𝐴𝑝𝒴𝑡−𝑝 ; Ω)

𝑇

𝑡=1

 

          ×  𝜱(𝑆′Ω−1( 𝒴𝑡 − 𝐴1𝒴𝑡−1 − 𝐴2𝒴𝑡−2 −  … − 𝐴𝑝𝒴𝑡−𝑝) )                      (7)   

  
 نمایی برابر است با: و لگاریتم تابع درست

ℓ(𝐴1, ⋯ ,𝐴𝑃 , Ω, 𝑆) = 𝑘𝑇 𝐿𝑛 2 + ∑ 𝐿𝑛 𝝓𝒌(𝒴𝑡 − 𝐴1𝒴𝑡−1 − 𝐴2𝒴𝑡−2 −  … − 𝐴𝑝𝒴𝑡−𝑝 ; Ω) 

+ ∑ 𝐿𝑛  𝜱(𝑆′Ω−1( 𝒴𝑡 − 𝐴1𝒴𝑡−1 − 𝐴2𝒴𝑡−2 −  … − 𝐴𝑝𝒴𝑡−𝑝) )                         (8)  

 



 11 |و دوم )بیش از دو نویسنده نام خانوادگی نویسنده اول و همکاران    نام خانوادگی نویسنده اول

، چولگی و ماتریس  ی ضرایببرای پارامترها  مایی نبرای بدست آوردن براورد بیشینه درست
  ات از حل مشتق که  ( نیازمندیم. به دلیل این 8گیری از رابطه )ما به مشتق  ،  5پراکندگی مدل  

  های عددی برای آید ، لازم است از شیوهدست نمیها به  ای برآورد پارامترفرم بسته ای بر
  های عددی نمایی بر اساس شیوهاستفاده شود. از طرفی، برآورد بیشینه درست  براورد  تقریب

. برای حل این مشکل می توان از الگوریتم بیشینه سازی  به مقادیر اولیه بسیار حساس است
اساس   استفاده کرد. بر  پایدارتر استکه در همگرایی نیز  (    ECM)      1امید ریاضی شرطی 

 فرم سلسله مراتبی داریم: 
                     𝜀𝑡 | 𝐻𝑡 = ℎ𝑡   ~ 𝑀𝑁𝑘 (𝑆 ℎ𝑡, ⅀)              (9)          

 

                      𝐻𝑡~ 𝑇𝑁𝑘 (o, I)  𝐼(ℜ+ 
𝑘 ) 

                     𝐻𝑡| 𝜀𝑡   ~ 𝑇𝑁𝑘 (𝑆′Ω−1𝜀𝑡;  𝛥, ℜ+ 
𝑘 ) 

 
به صورت  نمایی شرطی  و الگوریتم تابع درست   (𝐿 (𝛩 |𝜀, 𝐻 ) )نمایی شرطی   تابع درست
 : شودمیزیر نوشته 

𝐿 (𝛩 |𝜀, 𝐻 ) =  ∏    𝝓𝒌 ( 𝜀𝑡;  𝑆

𝑇

𝑡=1

ℎ𝑡 , ⅀) 𝑇𝑁 (ℎ𝑡 ; 𝑂, 𝐼)  

  = ∏     (2ᴨ)
−1

2    |𝛴|−
1

2   𝐸𝑋𝑃 {−
1

2 
 ( 𝜀𝑡 − 𝑆ℎ𝑡 ) ′  ⅀−1 ( 𝜀𝑡 − 𝑆ℎ𝑡 )}  2𝑘𝐸𝑋𝑃 {−

1

2
 ℎ′

𝑡  ℎ𝑡} 𝑇
𝑡=1    

 

 داریم:  و 

Ln L (Θ |ε, H ) = ℓ(Θ |ε, H )  
 

             ∝  Ln [∏    T
t=1  |Σ|−

1

2   EXP {−
1

2 
 ( εt − 𝑆ht ) ′  ⅀−1 ( εt − 𝑆ht )}  2kEXP {−

1

2
 h′

t ht} ] 

 

∝ −
T

2
Ln |Σ |  −

1

2
 ∑( εt − 𝑆ht )

′  ⅀−1 ( εt − 𝑆ht ) −

T

t=1

1

2
 ∑ h′

t ht

T

t=1

 

 
 

1.  Expectation conditional maximization algorithm (ECM) 
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∝  −
𝑇

2
  𝐿𝑛 | ⅀ |  −

1

2
 ∑ ( Yt − ∑ AjYt−j

p
j=1 − Sht )

′
  ⅀−1 ( Yt −T

t=1

∑ AjYt−j
p
j=1 − Sht ) −

1

2
 ∑ h′

t ht  T
t=1                                                            (10)                                             

 
𝛩که    = (𝐴1, … , 𝐴𝑃 , ⅀ , S)      .است 

 

 ECM. الگوريتم 3-3

اتورگرسیو  های مدل  برای براورد پارامتر    ECMالگوریتم  در این بخش به معرفی مراحل   
پردازیم. امید ریاضی  می  هاشوکبرداری با درنظر گرفتن توزیع نرمال چوله چند متغیره برای  

 ، شودمینمایی شرطی با نماد زیر نشان داده لگاریتم درست

 
Q( Θ |Θ ̂) = E (ℓ (Θ|y)) ≡ E (ℓ (Θ|ε)) 

 
 های زیر است: بیشینه سازی شامل گامو مراحل    

به    ، با فرض عدم چولگی  ی پارامترهای ضرایب و مقیاس  برآورد مقادیر اولیه   گام اول:
با فرض توزیع نرمال چوله چند    برآورد  عبارت دیگر برداری  پارامترهای مدل اتورگرسیو 
   هاشوکمتغیره برای 

 براورد ضرایب مدل  گام دوم:
 

Â(k+1)
i = [∑ ( Yt − ∑ Âj

(k)
 Yt−j − Ŝ(k) E(Ht|εt)̂ (k)  )   Y′t−1

p
i≠ j  =1

p
t=1 ] ×  

                    [∑ Yt−i Y′t−i
T
t=1 ]

−1
 (11)                                                                                          

 

    که در آن 

ht
(k)

|εt ~TN(𝑆(𝑘)̂ 𝛺(𝑘)̂ εt, Δ(k))̂ 

Ω̂(k) = ⅀̂(k) + (Ŝ(k))(Ŝ(k))′ 

Δ(k) = I − (Ŝ(k))′(𝛺̂(k))−1 𝑆̂(k) 
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 برآورد پارامتر چولگی    گام سوم:

 𝑆̂(k+1) = diag([∑ ( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  )(𝐸̂ (Ht|εt)(k))′   
p
j=1

T
t=1 ] 

                [∑ Ê(HtH′
t|εt)(k)T

t=1 ]
−1

 )                    (12)  

 
 برآورد پارامتر مقیاس    گام چهارم:

⅀̂(k+1) =
1

T
 [∑   ( Yt − ∑  Âj

(k)
Yt−j )  

p

j=1

( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  )′ −  

p

j=1

T

t=1

 

∑   ( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  )  E′̂ (Ht|εt)(k)    S′̂
(k)

p

j=1

T

t=1

− 

(∑   ( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  ) E′̂ (Ht|εt)(k)   𝑆 ′̂
(k)

p

j=1

T

t=1

  )

′

+  ∑ Ŝ(k) Ê(HtH′
t|εt)(k)

T

t=1

 𝑆 ′̂
(k)

] 

  
 تا زمان برقراری شرط همگرایی فرآیندهای دوم الی پنجم تکرار گام   گام پنجم: 

|
ℓ(𝜃(𝑘+1)|y)

ℓ(𝜃(𝑘) |y)
 − 1| ≤ ε 

 
   داده هاي کاربردي. 4
های واقعی کانادا و ایران  بر روی دو مجموعه دادهدر این بخش، عملکرد روش پیشنهادی   

و    1زمون دیکی فولرها از آبرای تعیین مانایی داده.  گرددبررسی می   Rبا استفاده از نرم افزار  
برداری اتورگرسیو  مدل  مرتبه  تعیین  آکائیکملاک  برای  کوئین(AIC)  2های  حنان   ،3 

(HQ)   4و شوارتز بیزی  (SC  استفاده )شرط ایستایی در مدل برای  لازم به ذکر است     .شودمی
برداری   معادله  ریشه  بایداتورگرسیو  𝐼|های  − 𝐴𝑧| = |𝑧|برای    0 ≥ باشد   1 برقرار 

(2005  ,Lütkepohl    )چه چولگی در حالت یک   اگر  .گرددمی این شرط نیز بررسی  و  

 

1. Dickey-Fuller 
2. Akaike 
3. Hannan Quinn 
4. Schwarz 
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 1اما، برای حالت چند متغیره ماردیا   متغیره عدم تقارن است و مفهوم ساده ای به نظر می رسد؛  
اسکارپا1974) و  بالاکریشنان  و  معیار  2012)  2(   )Mardia  چولگی بررسی  برای  و    را 

بعدی  p دوبرداردر حالت چولگی چند متغیره چند متغیره ارائه کرده اندکه  کشیدگی نرمال
 : شودمیتعریف به صورت زیر 

𝛾1,𝑝 = 𝐸[(𝑋 − µ)′ ∑−1(𝑌 − µ)]3. 

در شرط همگرایی    اپسیلون  مقدار   .شودمی، مدل برازش داده  هاشوک  با بررسی چولگی 

    معیار اطلاعات آکاییک یعنی  سپس شده است. در نظر گرفته  𝟒−𝟏𝟎  در این بخش الگوریتم
𝑨𝑰𝑪 = 𝟐𝒌 − 𝟐 𝓵(𝜣̂ |𝒀)،اطلاعات بیزی یعنی ( و معیار  1974) آکاییک 𝑩𝑰𝑪 =

𝑲 𝐥𝐨𝐠 𝒏 − 𝟐 𝓵(𝜣̂ | 𝒀)     مدل اتورگرسیو  عملکرد  ارزیابی  برای    (1978،  زت )شوار
  ها شوکتوزیع نرمال چند متغیره و توزیع نرمال چوله چند متغیره برای  فرض  برداری با  

 . شودمیاستفاده  بر دو مجموعه داده های واقعی کانادا و ایران 

 

 . داده هاي کاربردي کانادا   1-4
 
با    2000تا    1980های اقتصادی مربوط به کانادا از سال  ای از دادهبخش، مجموعهدر این   

، در نظر گرفته شده   Rبه صورت فصلی در نرم افزار ( Uو نرخ بیکاری )   (Eمتغیر اشتغال )
در مقابل زمان    Uو    Eهای  نمودارهای سری زمانی برای دادهپردازیم.   به برازش مدل میو  

نموداررسم شده  1در شکل   این  فولر )و آزمون د  ها  اند.  برای    آزمون  یکی  ریشه واحد( 
مقادیر       Uو    Eی  هاداده با  ترتیب  به     -2/ 598و    -148/2به  منجر   صفر  هیفرض  ردکه 

   E یهانمودار داده  2شوند. شکل    مانانیستند و باید    3مانا ها  دهند که دادهنشان می،  شوندمین
ها با اولین  رسد که داد هدهد  و به نظر مینشان میدر مقابل زمان  گیری  را بعد از تفاضل  Uو  

یری  گی فولر برای متغیرهای تفاضلاز طرفی، براساس آزمون دیک  شده اند.  ماناگیری  تفاضل
مقادیر  Uو    Eشده   با  ترتیب  مانایی    شودمیرد    صفر  هی فرض  -7325/3و    -2669/3  به  و 
 .شوندمیتایید  گیری شدهی تفاضلهاداده

 

1. Mardia 

2. Balakrishnan, N. & Scarpa, B. 

3. Stationary 
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 U و   Eهای  های کانادا برای متغیر نمودار سری زمانی داده . 1شکل  

 

    پژوهش  های یافته مأخذ:        

 

 U و   Eگیری  نی داده های کانادا بعد از تفاضل نمودار سری زما. 2  شکل 

 

   پژوهش   های أخذ: یافته م      
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  مرتبه مدل اتورگرسیو 1در جدول  بیزی  حنان کوئین و شوارتز  آکائیک،  های  بر اساس ملاک

و محاسبه    از طرفی با برازش مدل اتورگرسیو برداری مرتبه یک   .شودمییک تعیین    ،برداری
شرط    باشند  و بزرگتر از یک می   3917/2و     215/1های معادله مشخصه که به ترتیب  ریشه

  گردد.می تاییدمدل  مانایی

 برای تعیین مرتبه مدل مقادیر آکاییک و حنان کوئین و شوارتز بیزی  . 1جدول 
 5 4 3 2 1 مرتبه 

AIC -5/171945* 167157 /5- -  115725/5 - 151545/5 -  082263 /5 -  

HQ -5 /096692* 04211844 /5 -  940670 /4 -  926474 /4 -  807176 /4 -  

SC -4 /983688* 853396 /4 -  676459 /4-  586775 /4 -  391988/4 -  

 . دهد نتخاب شده توسط معیار را نشان می مرتبه ا   *علامت  
   پژوهش  های مأخذ: یافته 

 
  

متغ   عیتوز  با   ی دگی کش  و  یچولگ   کهن یا  آزمون  ،1ا یمارد  آزمون  براساس چند   رهی نرمال 
 مقدارو   016157/0برابر     p  -مقدار  با  838089/0  یچولگ  مقدار  ر،ی خ   ایدارد    مطابقت

  واست    داریمعن  یدرصد چولگ   5سطح    در  0/ 997برابر    p-مقدار  با 3399/9  برابر  یدگی کش
درنظر گرفته    هاشوک  یبرا  رهی نرمال چوله چند متغ  عیتوز  ن یبرا  بنا  ،ست ی ن  داریمعن  یدگی کش

با فرض توزیع نرمال چند متغیره و توزیع   1مدل اتو رگرسیو برداری مرتبهاین،    بر  بنا.  شودیم
شده است. بر طبق معیار های   برازش داده  2ول  دجدر    هاشوکنرمال چوله چند متغیره برای 

AIC    وBIC   نشان می  3جدول  در    که اند،  آمده  ها  دهد کهبدست  داده  این    مدل   برای 
مرتبه یک   متغیره  فرض  با  اتورگرسیو  نرمال چوله چند  تر  هاشوکبرای  توزیع  و    مناسب 

باشد.  می  هاشوکتوزیع نرمال چند متغیره برای  فرض    مدل اتورگرسیو مرتبه یک با  از  کاراتر
 نمایی را نسبت به مدل دیگر دارد. زیرا کمترین مقادیر آکائیک، بیزی و منفی لگاریتم درست

 
 

1. Mardia 
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 گیری شده کادانابرای داده های تفاضل   VAR(1)ل  های برآورد شده در مد پارامتر  .2جدول
 𝜀𝑡~ 𝑀𝑁2 𝜀𝑡~𝑀𝑆𝑁2 براورد ها 

𝑎̂11 9103/0 7094/0  

𝑎̂12 2139/0  0149/0-  

𝑎̂21 2018/0-  4663/0- 

𝑎̂22 3303/0  0255/0 

𝑠̂1 - 0703/0 

𝑠̂2 - 1066/0  

𝜎̂11 1646/0  1595/0 

𝜎̂12 09106/0-  1003/0-  

𝜎̂21 09106/0-  1003/0- 

𝜎̂22 11400/0  0977/0 

   پژوهش  های مأخذ: یافته                    
 

  هامدل   برای BICو   AICهایمعیار. 3جدول 
 AIC BIC -Log-Like ها توزیع شوک 

𝜀𝑡~ 𝑀𝑁2 0226/282 836/286 011/139 

    

𝜀𝑡~ 𝑀𝑆𝑁2 6781/260 4915/265 339/128 

   پژوهش  های مأخذ: یافته                        
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 : شودمیمدل برازش داده شده به صورت زیر نوشته   

𝑦1𝑡 = 0.7094  𝑦1𝑡−1 − 0.0149  𝑦2𝑡−1 + 𝜀1𝑡 

𝑦2𝑡 = −0.4663 𝑦1𝑡−1 + 0.0255 𝑦2𝑡−1 + 𝜀2𝑡 

 می باشند.   Uو  Eگیری شده به ترتیب متغیر های  تفاضل   𝑦2و      𝑦1که در آن   

 داده هاي کاربردي ايران . 2-4
از    ی( را که درصد1ی ری گیماه  و  یدارجنگل  ،ی کشاورز)شاخص  AFE  ری متغ   بخش،  ن یدر ا 

  طبقه   با  مطابق  ی کشاورز  صنعت  .میری گ یاست  را در نظر م  (  GDP)    2ی اخلناخالص د    دی تول
و    یجنگل دار   ،یبخش کشاورز  ن یشامل چند  (ISIC)  3یصنعت  یالملل  ن یب   استاندارد  یبند
 بر  ری متغ  ن یا  رسدیبه نظر م  .اثرگذار است  یداخل  ناخالص  دی تول   در  که  شودیم  یری گ ی ماه

  ی را در بخش ها  یزنان نقش مهم  رایز  گذار است.    ری ( در صنعت تاث  EW)  4زنان   اشتغال
ا  یی هاهش پژ  و  کنندیم  فایا صنعت    و  لاتیو ش  یکشاورز   محققان   وسط ت  ها  نهی زم   ن ی در 
نمود.   اشاره  (1399)  ری و اسفنج  (2022)  5همکاران   و  اریفر  به    توانیم  که  است  گرفته  صورت

سایت  EWو    FFA    سالانه  یهاداده جهانی  از     بانک 

rep-islamic-https://data.worldbank.org/country/iran  سال تا    1991های  برای 
به      EWو    AFEهای  یکی فولر ) ریشه واحد( برای دادهآزمون د    رفته شده است.گ  2021

دهند  ، نشان میشوندمیصفر ن  یهکه منجر به رد فرض   1438/0و    -3356/0ترتیب با مقادیر  
نسبت به  را    EWو    AFFی  نمودار داده ها   3ها مانا نیستند و باید مانا شوند. شکلکه داده

  ی ری گ تفاضل  ن یاول  با  ها   ه  داد   که  رسدیم  نظر  به  و    دهدیم  نشان  یری گ تفاضل  از  بعد  زمان
  AFEشده    یری گتفاضل  یرها ی متغ  یبرا  فولر  ی کید  نآزمو  براساس   ،یطرف   ازمانا شده اند.  

صفر    هیفرض  درصد  5کمتر از    p-ریمقاد  با  -1167/3و    -6733/3  ریمقاد  با  بیترت  به  EWو  
مانا  شودیمرد   تا  ی ری گتفاضل  ی هاداده  یی و    یهاملاک  اساس  بر   .شوندیم  دیی شده 

 

1. Agriculture, forestry and fishing  

2. Gross domestic product  

3. International Standard Industrial Classification 
4. Employment of women  

5. Faryaar, H., et al. 

https://data.worldbank.org/country/iran-islamic-rep
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  گرفته  درنظر  کی  و،ی مرتبه مدل اتورگرس  4در جدول    یزی و شوارتز ب  ن یحنان کوئ  ک،ی آکائ
  معادله  یهاشهیر  محاسبه  و  کی  مرتبه   یبردار  و ی اتورگرس  مدل  برازش   با  ی طرف  از  .شودیم

  دیی تا  مدل  یی مانا  شرط   باشند یم  کی  از   بزرگتر  و 1/22و   8/5  ب ی ترت   به   که  مشخصه 
  .گرددیم

 آکاییک و حنان کوئین و شوارتز بیزی برای تعیین مرتبه مدل مقادیر  . 4جدول

 5 4 3 2 1 مدل 

AIC  -0/47261 * 41093/0-  363054/0-  426175/0-  16008/0-  

HQ -0/39448* 28070/0-  180740/0-  191771/0-  126411/0-  

SC -0/17810* 079923/0-  32414/0  457365/0  987461/0  

 . دهد توسط معیار را نشان می نتخاب شده  مرتبه ا   *علامت  

   پژوهش  های مأخذ: یافته 

 
  برابر    p-رمقدا  با  25004/2  برابر  هاشوک  یچولگ  مقدار  ، Mardia  آزمون  اساس  بر 

  نشان  درصد  5  سطح   در   0/ 9948  ربراب  p-مقدار  با  8941/8  برابر  یدگی کشمقدار  و  0119/0
  ها شوک  یچولگ دار است و    یمعن   رهی نرمال چند متغ  عینسبت به توز  هاشوک  یچولگ   دهدیم

  ی برا را ره ی نرمال چوله چند متغ عیتوز نیبرا بنا ،ستی ن دار یمعن ی دگی کش  یول شود یم دی تائ
  .میدهیم زشدرنظر گرفته و مدل را برا ها شوک

  EW و   AFFگیری  بعد از تفاضل   ایران نمودار سری زمانی داده های  . 3  شکل 
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   پژوهش  های مأخذ: یافته        

 
برآورد پارامترهای مدل اتورگرسیو مرتبه اول با فرض توزیع نرمال چند متغیره و توزیع نرمال 

به دست آمده   5در جدول  هامدلبرای ارزیابی    BICو    AICهای  معیارو    هاشوکچوله برای  
ها مدل اتورگرسیو مرتبه یک  برای این دادهکه  توان نتیجه گرفت  ها میبر اساس آن  است.  

تر و کاراتر از مدل اتورگرسیو  مناسب  هاشوکبا فرض توزیع نرمال چوله چند متغیره برای  
برای   متغیره  چند  نرمال  توزیع  فرض  با  یک  مقادیر   هاشوکمرتبه  کمترین  زیرا  است. 

 نمایی را نسبت به مدل دیگر دارد. آکائیک، بیزی و منفی لگاریتم درست

 

 برای داده های تفاضل گیری شده ایران   VAR(1)پارامتر های برآورد شده در مدل  . 5جدول

 𝜀𝑡~ 𝑀𝑁2 𝜀𝑡~𝑀𝑆𝑁2 ها  براورد

𝑠̂1 - 1104/0 

𝑠̂2 - 0798/0-  

𝜎̂11 2397/1  2267/1 

𝜎̂12 2748/0  2836/0  

𝜎̂21 2748/0  2836/0 

𝜎̂22 3855/0  3796/0 
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AIC 1145/146  9185/145 

BIC 8491/148  6531/148 

   پژوهش   های مأخذ: یافته                      
 
 

 تواند به صورت زیر نوشته شود: میمدل برازش داده شده 

𝑦1𝑡 = −0.25626 𝑦1𝑡−1 − 0.78496  𝑦2𝑡−1 + 𝜀1𝑡 

𝑦2𝑡 = −0.09239 𝑦1𝑡−1 + 0.29052  𝑦2𝑡−1 + 𝜀2𝑡 

 می باشند. EWو   AFFهای  تفاضل گیری شده  به ترتیب متغیر  𝑦2و      𝑦1که در آن  
 

 

 گیري . نتیجه5
اده ها  و تحلیل صحیح  دن اقتصادی مستلزم توجه به بررسی  کلاهای  تحلیل سیاست گذری 

سری زمانی چند متغیره    ا است. هدف این مقاله گسترش مدل  هو مدل سازی مناسب برای آن
ی و اقتصادی  داخلی و خارجی در زمینه های مالهای  وهش در پژ   هامدلبوده است زیرا این  

چند متغیره مدل اتورگرسیو  در نظر گرفتن    این مقاله،  نوآوریکنند.  نقش مهمی را ایفا می
است. زیرا در برخی    هاشوکوله چند متغیره  برای  با توزیع نرمال چp    (VAR(p)    ،)مرتبه  
وزیع نرمال چند متغیره  ی مدل از تهاشوک مالی، اقتصادی و پزشکی  در مسائل واقعی   موارد

نمی پارامت پیروی  برآورد  برای  بیشینه  کنند.  از روش  مدل  این  های  استف درستر  ده  انمایی 
  ، شودمین  حاصلاز حل مشتقات  ها  پارامتر  های بسته برای برآوردکه فرمجایی  . از آن گردید

مدل  برآورد  برای    ECMالگوریتم   شدپارامترهای  گرفته  کار  سبه  دو  .  از  استفاده  با  پس 
داده کانادا  های  مجموعه  کشور  مدل  واقعی  برای  همبن )  متغیردی    و  )  Uو    Eهای  زمان 

شوک ها دارای چولگی    که(  EWو    AFFهای  زمان متغیربندی هم) برای مدل  ایرانکشور
توزیع نرمال چوله چند    داده ها با درنظر گرفتن مرتبه تعیین شده برای  با      VAR  مدل  ،اندبوده

در این  برازش داده شد و مشاهده گردید که    هاشوکبرای  و توزیع نرمال چند متغیره    متغیره  
های  معیار   طبق  هاشوکچند متغیره برای  چوله  توزیع نرمال    اتورگرسیو برداری با  مدلداده ها  
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  ها از مدل با توزیع نرمال چند متغیره برای شوک  ر و کاراترتمناسب    BIC  و      AIC اطلاعاتی
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